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Uvod

® Vidjet ¢éemo kako se metode ra¢unanja neodredenog integrala
mogu primijeniti na odredeni integral.

® Nepravi integral je proSirenje pojma odredenog integrala.
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Parcijalna integracija

Parcijalnu integraciju u odredenom integralu mozemo provesti na
dva nadina. MoZemo korisiti formulu parcijalne integracije za

neodredeni integral
/udv:uv/vdu

ili formulu za izravnu parcijalnu integraciju dredenog integrala

b b b
/ udv = uv| — / vdu.
Ja a a

Napomena: Granice a i b u gornjoj formuli odnose se na varijablu
X, nenauiv.

3/16



Primjer 1
Izraéunajte/ xe Xdx.
0

1. nadin:

Za neodredeni integral imamo

/Xe_XdX = [u =x,dv=e "dx;du=dx,v = fe_x}

= —xe * — /—exdx =-—xe X—e *+C.

Stoga je —xe™™ — e™* primitivna funkcija funkcije xe™*. Po

b
Newton-Leibnitzovoj formuli/ f(x)dx = F(x)‘ dobijemo
a

a

3
= —4e 3 4+1.

3
/ xe Xdx = (—xe ¥ —e™¥)
0 0
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Primjer 1
3
Izraéunajte/ xe Xdx.
0

2. nadin:

b

b b
Koristimo formulu / udv = uv —/ vdu. Dobijemo
a a

a

3
/ xe Xdx = [u =x,dv = e dx;du = dx,v = —e*X]
0
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Supstitucija

Kao i parcijalnu integraciju, tako i supstituciju u odredenom
integralu mozemo provesti na dva nacina.

MoZemo rijesiti neodredeni integral, a potom uvrstiti granice po
Newton-Leibnitzovoj formuli ili moZemo raditi “pravu” supstituciju
pri kojoj zamijenimo i granice.

U drugom slu¢aju imamo

b #(b)
/ f(o(x))¢' (x)dx = [t = ¢(x), dt = ¢/(x)dx]| = /¢> f(t)dt.

Kod supstitucije je potrebno paziti da funkcija ¢ ima inverz.
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Primjer 2
2
Izraéunajte/ 2xy/ x? — ldx.
-1

1. nadin:

Za neodredeni integral imamo
/2X\/X2 —ldx = [t = x?—1,dt = 2xdx]|
2 2 7

a onda je
2 2 2
/ 2X\/x2—ldx:§\/(x2—1)3‘ 1:2\[3.
-1 -
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Primjer 2

2
Izralunajte / 2x\/x2 — 1dx.
-1

2. nadin:

Odmah ¢emo supstituirati i granice pa imamo

2
/ 2xV/x2 — ldx = [t = x* — 1, dt = 2xdx]|
-1
[-1—-(-1)>-1=0,2—2%-1=3|
3 2 3
:/ \/Edt:§\/t3)0:2\/§.
0
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Primjer 3

Koristedi integralni racun izra¢unajte povrsinu polukruga radijusa r.

a4yt =r

y= Va2

.
1
,D:/ r2_x2dX:[x:rsint,dx:rcostdt]:‘_.:§r2ﬂ_'
—r
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Zadatak 1

Izraunajte

™

(i) /2 X COs xdXx,
0
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Nepravi integral

® Nepravi integral je poopcenje odredenog integrala fab f(x)dx
kada podrudje integracije ima barem jednu beskona¢nu granicu
(a= —o0 ili/i b= 00) ili kada funkcija unutar podrucja
integracije nije omedena (npr. ima vertikalnu asimptotu).

® Neprave integrale rjeSavamo pomodu limesa.

® Ako je nepravi integral konacan, kazemo da konvergira, a u
protivhom divergira.
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Beskonacne granice

b—o0

. /b F(x)dx = lim /abf(x)dx

. /:of(x)dx: lim /abf(x)dx

oo a——00
[e.9] c o0

o / f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx, ceR
—00 —00 c

Napomena: U zadnjem slu€aju za ¢ mozemo uzeti bilo koji realni
broj. Dobro je uzeti neki ¢ s kojim se lako racuna, npr. ¢ = 0.
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Primjer 4
*° dx
o

Primjer 5
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Beskonacna podintegralna funkcija

® f nije definirana u jednom rubu intervala:

/b f(x)dx = lim_ /Cb f(x)dx

bf(x)dx: lim /Cf(x)dx

a c—b—

e f nije definirana u totki ¢ € [a, b]:

/abf(x)dx: lim /aqf(x)dx+ jim /bf(x)dx

c1—C— co—Cc+ o
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Primjer 6

Primjer 7
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Zadatci

2. Geometrijski interpretirajte i izraunajte
0
/ e3Xdx
— o0
1

3. lzratunajte povrdinu ispog grafa funkcije f(x) = 5 za x > 1.
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